INFO-H-100 - Programmation
TP 16 — La récursivité

Lorsque 1'exercice demande d’écrire une fonction, écrivez la fonction demandée et testez-la avec
plusieurs valeurs pertinentes.

Ex. 1. Pour chaque exemple donné ci-dessous, qu’affiche I'appel mystere (5) ?

mysterel (n) : mystere2 (n) : mystere3 (n) : mystere4 (n) :
n >= 1: n >= 1: n >= 1: n >= 1:
mysterel (n-1) (n,end=" ") (n,end=" ") mystered (n+l)
(n,end=" ") mystere2 (n-1) mystere3 (n+l) (n, end="

x. 2. Ecrivez une fonction récursive qui renvoie la factorielle d’'un nombre entier positif.
Ex. 2. E fonct la fact lle d’ b t tif

Ex. 3. Le n®™ nombre de Fibonacci est défini de la maniére suivante : Vn > 2 : F,, = F,_1 + F,,_»
avec [y = 0 et F; = 1. Ecrivez une fonction récursive qui renvoie la valeur du n®™ nombre de
Fibonacci. Développez I'exécution de £ib (5). Combien d’additions doit effectuer votre algorithme
pour arriver au résultat?

Ex. 4. Pour tous entiers naturels n et k, les coefficients binomiaux Cﬁ , aussi souvent notés (Z) , donnent
le nombre de sous-ensembles différents & k éléments que I'on peut former a partir d’'un ensemble
contenant n éléments.

Ils sont définis récursivement par: C¥ = C*~1 1 C* | pour tous les entiers n, k > 0. Les condi-
tions initiales de cette définition récursive sont : C) = 1sin > 0, et C§ = 0sik > 0. Ecrivez une
fonction récursive binom (n, k) en vous basant sur cette propriété. Faites bien attention aux condi-
tions de terminaison.

Ex. 5. Soit n, un entier naturel, écrivez une fonction récursive qui calcule a™ pour a donné.

Ex. 6. Servez-vous du fait que, par exemple, 2*! = (2!?)? pour diminuer dramatiquement le nombre
de multiplications et d’appels récursifs dans la solution de 1’exercice précédent.

Ex. 7. Examen Septembre 2012. Ecrivez une fonction qui regoit en paramétre une liste pouvant conte-
nir des sous-listes et qui effectue une copie en profondeur de la liste de départ, c’est-a-dire qu’il n'y
a au final aucune sous-liste partagée entre l'originale et la copie. Votre fonction doit pouvoir traiter
des listes imbriquées de n’'importe quelle profondeur. Rappel : Pour tester le type de la valeur asso-
ciée a une variable a, vous pouvez utiliser 'opérateur type (a). Par exemple, type (a) == list
renverra t rue ssila valeur associée a a est une liste.

Ex. 8. Sip > 0O etn > 1, p est une puissance de n ssi p égal 1 ou p est divisible par n et p/n est une
puissance de n. Ecrivez une fonction récursive i sPower (p, n).

Ex. 9. L'algorithme d’Euclide permet de calculer tres rapidement le pgcd de deux nombres naturels. 11
peut étre défini par les formules suivantes : pged(a,0) = a et pged(a,b) = pged(b,a modulo b). Ecrivez
une fonction récursive pged (a, b) qui calcule le pged de a et b.

Ex. 10. La parité d'un nombre n, positif ou nul peut étre définie de la fagon suivante : n est pair, ssi
n est nul ou n — 1 est impair. n est impair ssi n est différent de 0 et n — 1 est pair. Transcrivez ces
définitions sous la forme de fonctions récursives. Attention : Du fait des limitations de Python dans
le traitement des fonctions récursives, ces définitions ne s’appliquent que pour un petit n (n < 900)

Ex. 11. Ecrivez une version récursive de la fonction findDicho qui détermine par dichotomie si, oui
ou non, une valeur donnée existe dans une liste triée. Utilisez une fonction auxiliaire qui regoit les
limites dans lesquelles la recherche doit étre effectuée.

Ex. 12. Ecrire une fonctionmy_ range (a, b) qui produit une liste ordonnée contenant tous les entiers
dans [a, b].



Ex. 13. Ecrivez la fonction perms (n) qui renvoie une liste de toutes les permutations de 1..n. Par
exemple

>>> perms (3)
(s, 2, 11, (2, 3, 11, 12, 1, 31, I3, 1, 21, (1, 3, 21, (1, 2, 311

>>> perms (0)

(11l

Exercices complémentaires (facultatifs)

Ex. 14. Choisissez quelques uns des exercices précédents et programmez leur variante itérative.
Comparez-la en termes de lisibilité et de performance a la version récursive.

Ex. 15. Retournez a 'exercice 3 de la séance 13 (Turtle).

— Etudiez la fonction proposée sous 1’aspect de la récursivité.

— Adaptez cette fonction pour tracer des flocons de Koch (Figure ci-dessous). Quelle est la différence
d’implémentation entre les deux fonctions (Koch et arbre) ?
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Ex. 16. Programmez la résolution du probléme des tours de Hanof.
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Corrections

Solution de l’exercice 2:

fact (n) :
n < 2:
res = 1
res = n x fact (n-1)

res

Solution de I'exercice 3:

fibl (n) :
n"nrn >= C” "
n == 0:
res = 0
n == 1:
res =1
res = fibl(n-1) + fibl (n-2)
res

L’algorithme ci-dessus est tres inefficace car il re-calcule les méme valeurs un trés grand nombre de
fois. Essayez de calculer £ib1l (35) pour vous en rendre compte. Inutile de tester avec des valeurs
de n sensiblement plus grande, vous risqueriez de devoir attendre trop longtemps. Par contre I’algo-
rithme itératif naturel mémorise en permanence les deux dernieres valeurs déja calculées :

£fib2 (n) :
a=20
b =1
n > 0:
c = a
a=>,
b c + b
n-=1
a

Comprenez-vous que la fonction récursive ci-dessous réalise le méme algorithme ?

£ib3 (n) :
aux (n, a, b):
n == 0:
res = a
res = aux(n-1, b, a+tb)

res
aux(n, 0, 1)

Solution de I’exercice 4:

binomial (n, k):
k ==
res = 1
n == 0:
res = 0

res

binomial (n-1, k) + binomial (n-1, k-1)

res

Solution de ’exercice 5:

exp(a, n):
"N 5 exposant n"""
n ==

re
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else:
res = a * exp(a, n-1)
return res

Solution de ’exercice 6:

def exp2(a, n):
""" 3 exposant n"""
if n ==
res = 1
elif n & 2 ==
res = a * exp2(a, n-1)
else:
x = exp2(a, n/2)
res = x * X
return res

Solution de I’exercice 7:

def deep_copy(ls):

res = []
for x in 1ls:
if type(x) == list:
res.append (deep_copy (X))
else:

res.append (x)
return res

Solution de ’exercice 8:

def is_power (p, n):
"""p est-il une puissance de n?
p >0, n>1

nnn
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return p == 1 or (p $ n == 0 and is_power(p / n, n))
Solution de l’exercice 9:

def ged(a, b
if b ==
res
else:
res = gcd(b, a % b)
return res

I o~

a

Solution de I’exercice 10:

def is_even(n):
return n == 0 or is_odd(n - 1)

def is_odd(n) :
return n != 0 and is_even(n - 1)

Solution de I'exercice 11:

def find_dicho(ls, val):
"""True ssi val apparait dans ls
Pre: 1ls est triee
def aux(bi, bs): # Recherche dans 1'intervalle d'indices [bi, bs][
if bi == Dbs:
res = False
else:
m = (bs + bi) // 2
if val == 1ls[m]:
res = True
elif val < ls[m]:
res = aux(bi, m)
else:
res = aux(m + 1, bs)
return res
return aux (0, len(ls))




Solution de I’exercice 12:

def my_ range(a,
if b <= a:
res = []
else:
1ls =

b) :

res = ls

return res

my_range (a,
ls.append (b-1)

b-1)

Solution de I’exercice 13:

def perms (n):
if n < 1:
res =
else:
ls =
res = []

(11l

for pos
tmp

res

return res

tmp.
.append (tmp)

perms (n—1)

for ss in ls:

in range (len(ss)+1):
= ss[:]

insert (pos, n)

# Les permutations jusque n-1

# Pour chacune de ces permutations
# Inserer n a toutes les positions possibles



